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基于CW 方程的航天器追逃问题半直接求解方法

孙松涛,祝强军,宋 斌

(上海宇航系统工程研究所,上海201109)

  摘 要:针对时间固定的两航天器追逃问题,提出一种以半直接配点法研究追逃双方最优控制策略的求解方

法。航天器追逃问题是基于微分对策的追逃问题,该问题是含有追逐者和逃逸者控制变量的两点边值问题。若采

用必要条件求解,则对迭代初值要求高,收敛困难。在两航天器均为连续小推力的假设条件下,以终端距离为支付

函数,给出半直接配点法的求解过程。在此数值方法中,根据半直接转换将微分对策问题转化为最优控制问题,采

用Gauss-Lobbato配点法将此最优问题最终转化为非线性规划问题,继而通过序列二次规划算法求解。这种半直

接配点法避免了对微分对策问题最优策略的必要条件(两点边值问题)求解。采用该方法求解对迭代初值不敏感,

且数值稳定性好。数值仿真实例验证了这种求解方法的可行性。该方法提高了求解两点边值问题的收敛性,为求

解含有双方控制变量的微分对策问题提供了一种思路。
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0 引言
两航天器追逃问题是一个双方对抗的控制策略

问题。因航天器的动力学模型复杂,且双方的对策

目标相反,故此追逃问题的求解十分困难。在航天

器追逃过程中,追逐航天器期望选择使支付函数最

小的控制策略,而逃逸航天器则期望选择使支付函
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数最大的控制策略,此追逃过程可由微分对策表述。
微分对策最早由ISAACS[1]提出。随着研究的深

入,BERKOVITZ等[2-3]给出了微分对策鞍点存在

定理和最优控制策略存在的必要条件的严格推导。
虽然已知最优策略的必要条件,但针对此必要

条件进行求解难度较大。此必要条件对应一个两点

边值问题,该问题一般没有解析解,只能运用数值算

法,而数值算法各有优缺点。目前,已有的数值方法

包括配点法[4]和多重打靶法[5]。配点法将微分方程

在配点处近似成代数方程,从而求解满足两点边值

约束和代数方程约束的变量,进而求解两点边值问

题。这种方法虽然收敛性好,但计算结果精度不高,
计算过程中运算量大,且初值需要选择。多重打靶

法通过数值积分公式在众多子区间上将一个微分方

程离散成代数方程,在任意子区间上求解一个初值

问题,通过不断优化每个区间上的初始值,最终满足

两点边值条件。与配点法相比,多重打靶法计算速

度快,计算精度较高,但对初值非常敏感,因此收敛

性差。航天器追逃问题多对应复杂的动力学模型。
由配点法和多重打靶法的表述可知,这2种方法的

收敛性都与初值选择有关,配点法虽对边值问题收

敛性较强,但因航天器追逃模型为较复杂的非线性

模型,若随机给出初值问题,则仍然不收敛。
本文为求解航天器追逃问题提供了一种新思

路。采用半直接配点法求解此问题,避免了对两点

边值问题的求解。研究思路来源于 HORIE等[6-7]

对导弹拦截问题的研究。该方法通过变换将微分对

策问题转化成最优控制问题。将最优控制问题构造

成一个非线性规划问题后,可运用序列二次规划

(SQP)算法进行求解。但 HORIE等提出的方法并

不能说明半直接配点法求解微分对策问题与原问题

的等价性。本文在文献[8]中证明了半直接配点法

求解微分对策问题的等价性,为半直接配点法求解

微分对策问题提供了理论依据。在求解两航天器追

逃问题的过程中,通过半直接变化将微分对策问题

转化成最优控制问题,采用Guass-Lobbato配点法

对此问题进行数值求解,可提高数值方法的收敛性

和稳定性。
本研究在地点为近地轨道附近,对抗双方均为

连续小推力,对策时间较短,且瞬时状态信息完全已

知的假设条件下,针对时间固定的追逃问题,以距离

为支付建立对策模型,给出半直接配点法求解此追

逃问题的数值方法。最终给出追逃双方在对策条件

下的最优策略和仿真算例,为航天器追逃问题提供

了一种有效的求解方法。

1 航天器追逃问题
针对两航天器轨道追逃问题,建立动力学方程,

以描述追逐航天器P 与逃逸航天器E 在追逃过程

中的运动规律,即

x··i(t)=2 μ
r3(t)

xi(t)+2ω(t)y
·
i(t)+

ω
·(t)yi(t)+ω2(t)xi(t)+Tiux

i

y··i(t)= - μ
r3(t)yi(t)-2ω(t)x

·
i(t)-

ω
·(t)xi(t)+ω2(t)yi(t)+Tiuy

i

z··i(t)=-ω2(t)zi(t)+Tiuz
i

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(1)

式中:xi(t),yi(t)和zi(t)(i=P,E)分别为两追

逃航天器在参考坐标系X̂,Ŷ和Ẑ方向(Ẑ轴与X̂,Ŷ
轴符合右手定则)对应的分量;t 为时间;x

·
i(t),

y
·
i(t)和z

·
i(t)为坐标分量对时间t 的一阶导数;

x··i(t),y··i(t)和z··i(t)为坐标分量关于时间t的二阶

导数;ux
i,uy

i 和uz
i 分别为两追逃航天器在3个坐标

分量上施加的控制;r(t)为原点O 至地心的瞬时

地心距;μ为地球引力常数;ω(t)为O 点绕地球飞

行的角速度;TP 和TE 分别为两航天器的最大单位

质量加速度。
两航天器的位置关系如图1所示。

图1 两航天器对策的坐标示意图

Fig.1 Coordinateschematicdiagramofpursuerandevader

在式(1)中,追逐航天器P 和逃逸航天器E 的

控制量满足约束条件

‖[ux
t uy

i uz
t]T‖2 ≤1
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式中:‖·‖2 为欧氏范数。
此航天器追逃问题的支付函数为

J(uP,uE)=
1
2 ‖

[xP -xEyP -yEzP -zE]T|t=tf
‖22

式中:

uP =[ux
P uy

P uz
P]T

uE =[ux
E uy

E uz
E]T

  为最大和最小化终端距离J,需在固定的区间

[t0,tf]上寻找鞍点 (u*
P ,u*

E),即

J(u*
P ,u*

E)=min
uP
max
uE

1
2
·

‖[xP -xE yP -yE zP -zE]T|t=tf
‖22

  为说明上述航天器追逃问题的一般求解方

法,下节将给出此追逃问题最优策略存在的必要

条件。

2 最优策略存在的必要条件
在一般的微分对策数值求解中,针对最优策略

必要条件的求解是解决微分对策问题的关键。
令vx

i,vy
i,vz

i(i=P,E)为航天器对应3个坐标

系的速度分量,则式(1)可写作一阶动力学方程组,
即

x
·
i(t)=vx

i(t)

y
·
i(t)=vy

i(t)

z
·
i(t)=vz

i(t)

v
·x
i(t)=

2μ
r3(t)

xi(t)+2ω(t)vy
i(t)+ω

·(t)yi(t)+

ω2(t)xi(t)+Tiux
i(t)

v
·y
i(t)= - μ

r3(t)yi(t)-2ω(t)vx
i(t)-

ω
·(t)xi(t)+ω2(t)yi(t)+Tiuy

i(t)

v
·z
i(t)=-ω2(t)zi(t)+Tiuz

i(t)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(2)

  根据微分对策原理[3],将 Hamilton方程 H 定

义为

H =HP +HE (3)
式中:

HP =λ1Px
·
Pλ2Py

·
P +λ3Pz

·
P +λ4Pv

·
xP +λ5Pv

·
yP +λ6Pv

·z
P

HE =λ1Ex
·
Eλ2Ey

·
E +λ3Ez

·
E +λ4Ev

·
xE +λ5Ev

·
yE +λ6Ev

·z
E

  为给出此追逃问题最优控制策略的必要条件,
令

xP =[xP yP zP vx
P vy

P vz
P]T

xE =[xE yE zE vx
E vy

E vz
E]T

λP =[λ1P λ2P λ3P λ4P λ5P λ6P]T

λE =[λ1E λ2E λ3E λ4E λ5E λ6E]T

其中,λP 和λE 分别为协态向量,则式(3)可表示为

H =λT
Px
·
P +λT

Ex
·
E

  根据最优策略存在的必要条件[2],协态方程为

λ
·
P =-

∂H
∂xP

æ

è
ç

ö

ø
÷

T

(4)

λ
·
E =-

∂H
∂xE

æ

è
ç

ö

ø
÷

T

(5)

  式(4),(5)相应的边值条件为

λP(tf)=
∂J
∂xP

æ

è
ç

ö

ø
÷

T

(6)

λE(tf)=
∂J
∂xE

æ

è
ç

ö

ø
÷

T

(7)

且追踪与逃逸航天器的最优策略u*
P 和u*

E 应满足

u*
P =argmin

uP
H

u*
E =argmax

uE
H (8)

  显然,最优策略的必要条件式(2),(4),(5),
(6),(7)组成了一个两点边值问题,一般的两点边值

问题可由多重打靶法求解[8]。

3 半直接配点法
在半直接配点法中,将由最优策略必要条件得

到的追逐或逃逸航天器的协态变量加入到状态方程

中,同时将对应航天器的最优控制量表达式代入对

应的状态方程并加入约束条件,进而将微分对策问

题转化为最优控制问题。在求解时,只需求解对应

的支付函数最大或最小问题即可。相应的等价性证

明参考文献[8]。

3.1 半直接转换

半直接配点法将微分对策问题转化为最优控制

问题,这里将逃逸航天器对应的协态变量加入到微

分方程中(对应的追逐航天器的半直接转化过程同

理),变换的方法简述如下,令
x=[xT

P xT
E λT

E]T

  将从式(8)中得到的最优控制变量u*
E 的表达

式代入微分方程(2)中,经过转化得到新的系统方程

为

x
·

= x
·T
P x

·T
E -

∂H
∂xE

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

T

(9)
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值得注意的是,在式(9)中,逃逸航天器E 的动力学

方程x
·
E 中含有最优控制量u*

E 的表达式。
由于协态变量λE 加入到式(9)中,相应的终端

约束方程Ψ 定义为

Ψ =λE(tf)-
∂J
∂xE

æ

è
ç

ö

ø
÷

T

=0

则变换后的支付函数为

J(uP)=
1
2‖ xP -xE yP -yE zP -zE[ ] T|t=tf

‖22

寻找u*
P ,使得支付函数J 最小,即

J(u*
P)=

min
uP

1
2‖ xP -xE yP -yE zP -zE[ ] T|t=tf

‖22

  显然,微分对策问题已被转化为最优控制问题。
接下来,将给出基于配点法求解转化后最优问题的

方法。

3.2 半直接配点法的数值求解方法

这里考虑计算的准确性[9],将采用五阶Gauss-
Lobbato配点法求解上述最优问题。为说明此方

法,不妨设式(9)对应的微分方程为

x
·

=f(t,x,uP) (10)

  根据配点法,在[ti,ti+1]区间上,需应用多项式

近似式。由Gauss-Lobbato配点法[9]可知,除端点

ti,ti+1外,其余3个配点tc1,tcm 和tc2 分别为

tc1=tcm-
1
2

3
7
(ti+1-ti)

tcm=
ti+1-ti

2

tc2=tcm+
1
2

3
7
(ti+1-ti)

  接下来,将应用5次 Hermite插值多项式和

Gauss-Lobbato配点法构造式(10)解的近似多项

式。由5次Hermite插值可知,若应用差值法近似

式(10)的解,则需要6个条件,选择区间端点ti,

ti+1和一个配点tcm 作为插值点。假设插值点处的

状态量值为xi,xi+1 和xtcm,则其对应的向量导数

值为fi,fi+1 和ftcm。 根据 Hermite插值公式,可
得式(10)解的5次多项式为

x(t)=xi 1+
6
Δti
(t-ti)

é

ë
êê

ù

û
úú
4(t-tcm)2(t-ti+1)2

Δt4i
+xtcm

16(t-ti)2(t-ti+1)2

Δt4i
+

xi+1 1-
6
Δti
(t-ti+1)

é

ë
êê

ù

û
úú
4(t-ti)2(t-tcm)2

Δt4i
+fi

4(t-ti)(t-tcm)2(t-ti+1)2

Δt4i
+

ftcm
16(t-tcm)(t-ti)2(t-ti+1)2

Δt4i
+fi+1

4(t-ti+1)(t-ti)2(t-tcm)2

Δt4i
式中:Δti=ti+1-ti。 对应的2个配点tc1和tc2的近似解xc1和xc2为

xc1=
1
686 39 21+231( )xi+224xtcm + -39 21+231( )xi+1{ +

Δti 3 21+21( )fi-16 21ftcm + 3 21-21( )fi+1[ ] }

xc2=
1
686 -39 21+231( )xi+224xtcm + 39 21+231( )xi+1{ +

Δti -3 21+21( )fi+16 21ftcm + -3 21-21( )fi+1[ ] }

  近似解x(t)对应tc1和tc2上的导数x
·

c1,x
·

c2为

x
·

c1= -90-16 21
49

æ

è
ç

ö

ø
÷
xi

Δti
+ 90-16 21

49
æ

è
ç

ö

ø
÷
xi+1

Δti
+
32 21
49

xtcm

Δti
+

-9- 21
98

æ

è
ç

ö

ø
÷fi+ -9+ 21

98
æ

è
ç

ö

ø
÷fi+1-

32
49ftcm

x
·

c2= -90+16 21
49

æ

è
ç

ö

ø
÷
xi

Δti
+ 90+16 21

49
æ

è
ç

ö

ø
÷
xi+1

Δti
-
32 21
49

xtcm

Δti
+

-9+ 21
98

æ

è
ç

ö

ø
÷fi+ -9- 21

98
æ

è
ç

ö

ø
÷fi+1-

32
49ftcm
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令x
·

c1=ftc1( ) =fc1 和x
·

c2=ftc2( ) =fc2,分别得到  在配点tc1 和tc2 处的约束方程为

Cc1xi,xtcm,xi+1( ) =
1
360 32 21+180( )xi-64 21xtcm + 32 21-180( )xi+1{ +

Δti 9+ 21( )fi+98fc1+64ftcm + 9- 21( )fi+1[ ] }=0 (11)

Cc2xi,xtcm,xi+1( ) =
1
360 -32 21+180( )xi+64 21xtcm + -32 21-180( )xi+1{ +

Δti 9- 21( )fi+98fc2+64ftcm + 9+ 21( )fi+1[ ] }=0 (12)

  将式(11),(12)相加可得

xi+1-xi=
Δti

180
(9fi+49fc1+64ftcm +

49fc2+9fi+1) (13)

  显然,式(13)与Gauss-Lobatto积分公式相同。
值得注意的是,f(t,x,uP)也是控制变量uP 的函

数。设在区间端点和配点上对应的数值分别为ui,

ui+1,uc1,utcm 和uc2,则约束方程(11),(12)可被重

新表示为

Cc1(xi,xtcm,xi+1,ui,utcm,uc1,ui+1)=0,

i=1,2,…,N (14)

Cc2(xi,xtcm,xi+1,ui,utcm,uc2,ui+1)=0,

i=1,2,…,N (15)
式中:N 为区间数。

通过上述过程,可将最优控制问题转化为数学

规划问题,应用序列二次规划可求解此问题。由式

(14),(15)可知,此数学规划问题在区间[ti,ti+1]上

需要求解的变量分别是xi,xtcm,xi+1,ui,ui+1,uc1,

uc2 和ucm。 因此,若状态变量为n维,控制变量为r

维,则待求解变量的个数为(2N+1)n+(4N+1)r。

4 数值仿真结果

根据动力学方程(1)所示,逃逸航天器在 X̂,Ŷ

与Ẑ 方向的运动可分离。因此,这里只在 X̂OŶ 平

面上求解近地航天器追逃问题。
为说明半直接配点法求解的特点,将给出不同

的仿真实例。因空间站和大量的卫星存在于地球低

轨道,故 在 仿 真 中,将 原 点 轨 道 高 度 分 别 设 为

500km和1000km,并选择仿真时间均为500s。
对于同样的仿真实例,采用基于必要条件的数值方

法(如多重打靶法)进行求解,若迭代初值不准确,则
很难得到收敛的解。

设原点轨道角速度ω 为常数(ω= μ/r3),在
以下仿真中,令地球半径为6371km。

2个实例中,追逐航天器与逃逸航天器的初值

见表1,两航天器的单位质量加速度见表2,其中,

g=9.8×10-3km/s2。

表1 相对坐标系下的初值

Tab.1 Initialvalueswithrelativecoordinatesystem

实例 xP/km yP/km vx
P/(km·s-1)vy

P/(km·s-1) xE/km yE/km vx
E/(km·s-1) vy

E/(km·s-1)

1 -0.11 11.99 -0.013 0 19.74 60.13 -0.066 -0.011

2 20 0 0 -0.01 9.72 64.41 -0.064 -0.006

表2 两航天器的单位质量加速度

Tab.2 Acceleration-to-massofpursuerandevader
实例 Tp TE

1 0.055g 0.01g
2 0.086g 0.01g

  为兼顾计算速度和计算准确性,选取10个子区

间进行仿真。由子区间的选择可知,需要求解的变

量为 293 个。在 数 值 仿 真 计 算 中,运 用 Gauss-
Lobatto配点法,将微分方程代数化后用SNOPT求

解器进行求解[10]。在仿真中,选用处理器型号为

XeonE3-1230V2,内存为8GB的台式机进行数值

计算。设约束精度和优化允许误差均为10-9。
在实例1(原点轨道高度为500km)中,两航天

器轨迹和最优控制变量的变化曲线如图2所示。图

2(a),2(b)分别给出了追逐航天器与逃逸航天器在

固定时间内X̂ 方向和Ŷ 方向的轨迹变化情况。追逐

航天器的最优控制量随时间变化曲线如图2(c)所示,
逃逸航天器的最优控制量随时间变化曲线如图2(d)

所示。由图2可知:通过半直接配点法可获得航天器

追逃问题收敛的解,追逐航天器可追上逃逸航天器。
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在仿真实例1中,根据数值计算结果可知:约束误差

为1.8813×10-10,计算时间为15.07s。
  在实例2(原点轨道高度为1000km)中,两航

天器轨迹和最优控制变量的变化曲线如图3所示。

图2 实例1:追逐和逃逸航天器的轨迹和最优控制变量

Fig.2 Testcase1:trajectoriesandoptimalcontrolvariablesofpursuerandevader

图3 实例2:追逐和逃逸航天器的轨迹和最优控制变量

Fig.3 Testcase2:trajectoriesandoptimalcontrolvariablesofpursuerandevader
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在图3中,各子图的表示方法同图2。由图3可知:
追逐航天器可追上逃逸航天器。在仿真实例2中,
根据数值计算结果可知:约束误差为2.5512×
10-10,计算时间为17.58s。

由图2可知:在500s的规定时间内,追逐航天

器对逃逸航天器进行了成功拦截,追逐者和逃逸者

的控制变量变化规律相似,两者采用了近似的追逃

策略。由图3可知:追逐者和逃逸者的对策时间为

500s,在500s内,追逐航天器对逃逸航天器进行了

成功拦截。

5 结论
本文采用半直接配点法求解了近地轨道的追

逃问题,得到了收敛的解,半直接配点法将一个微

分对策 问 题 转 化 成 了 一 个 最 优 控 制 问 题,运 用

Gauss-Lobbato五阶配点法,并结合序列二次规划

法,最终解决了一个非线性的数学规划问题。半

直接配点法求解微分对策问题时,可避免求解困

难的两点边值问题。该算法具有收敛性好、应用

简单的特点。数值仿真实例验证了这种求解方法

的可行性。该方法提高了求解两点边值问题的收

敛性,为求解含有双方控制变量的微分对策问题

提供了一种思路。
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