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空间冗余机械臂零反作用最优路径规划
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摘 要 : 自由漂浮空间机械臂运动通过力传递会对其载体航天器产生反作用力和力矩，从而影响基座和末端

执行器的位置与方向。利用冗余机械臂的反作用零空间，求解对基座航天器姿态零干扰的机械臂运动规律的解析

解。给定机械臂初始和终端状态，考虑最大关节角约束和最大关节角加速度约束，分别针对时间最优和沿整个运

动路径关节加速度最小的问题，采用高斯伪谱法，在零反作用轨迹解集中寻找满足约束方程的最优解。所得最优

解使得机械臂在达到期望构型的同时不影响基座姿态。将算法用于平面 3自由度冗余机械臂系统中，仿真结果表

明：算法在保证基座姿态稳定的同时，关节运动满足给定的约束条件，从而验证了算法的有效性。
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Optimal Reactionless Path Planning for Space Redundant Manipulator
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Abstract: The motion of a free-floating space manipulator will generate reaction forces and moments on its carrier
spacecraft through force transmission，and thus affect the positions and directions of the base and the end-effector. The
analytic solution of the reactionless motion is solved by utilizing the reaction null-space（RNS） of the redundant
manipulator，which ensures zero attitude disturbances. Given the terminal time and minimum joint acceleration along
the whole trajectory，the Gauss pseudospectral optimization algorithm is adopted to find the optimal manipulator paths
satisfying the boundary conditions and path constraints including the joint angle and joint acceleration limits in the
reactionless trajectory solution set. The obtained optimal solution enables the manipulator to achieve the desired
configuration without affecting the attitude of the base. The algorithm is applied to the planar base-manipulator system
with 3 degrees of freedom. The simulation results show that the algorithm satisfies the given constraint conditions while
ensuring the attitude stability of the base，which validates the effectiveness of the algorithm.
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0 引言
在纷繁复杂的空间任务中，空间机械臂越来越

多地得到应用。由于太空环境具有潜在的致命危

险，加上经常需要进行重复的操作，因此，空间机械

臂成为空间操作任务中不可或缺的工具［1］。机械臂

的运动学规划问题一直是研究的热点［2-5］。对于自

由漂浮空间机械臂系统来说，系统的线动量和角动

量都是守恒的，与固定基座机械臂系统不同的是，

机械臂运动与基座运动是相互耦合的。也就是说，

由于系统需要遵循动量守恒原理，那么机械臂动量
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的改变势必引起基座动量的变化［2-3］。机械臂每一

根杆的运动都会产生反作用力和反作用力矩，通过

各个关节传递到基座，从而引起基座的平动和转

动，为了确保机械臂操作过程中的安全性和精确

性，基座的受扰运动是我们所不期望的。例如，抓

捕过程中需要确保抓捕目标始终位于飞行器视场

范围内［6］。此外，基座的位置和方向会影响末端执

行器的位置和方向，从而使得机械臂末端不能精确

跟踪事先规划好的路径，末端位置的变化也就可能

导致机械臂不能完成抓捕任务［7］。

为了使得在机械臂运动过程中航天器的位置

和姿态都保持不变，那么需要消除或补偿所有的干

扰力和干扰力矩。对于航天器的姿态运动来讲，有

两种方法：第一种是利用主动姿态控制系统。姿态

控制系统通过施加主动控制力矩从而使得航天器

姿态相对于惯性坐标系保持不变。然而，在实际的

空间机械臂操作过程中，姿态推力控制系统通常处

于关闭状态［8］，一个主要原因是为了避免助推器突

然点火时机械臂末端执行器与目标发生碰撞，如果

依赖飞轮等执行机构，由于操作过程中机械臂动态

变化较大，基座飞轮易饱和需卸载，需姿控推力系

统介入；另一个主要原因则是为了节省有限的空间

燃料。考虑到这些原因，就需要采取其他的减小姿

态干扰的方法。第二个方法可以通过纯机械反作

用补偿的方式，或者通过机械臂自身的运动来实现

对载体航天器姿态的零干扰。通过机械反作用补

偿存在一系列的缺点，如极大地增加了系统质量，

且其补偿能力也是有限的［9］。为此，通过合理规划

机械臂运动路径，使其对基座干扰达到最小，这个

理念越来越受到研究人员的重视［10-12］。

DUBOWSKY 等［13］在 VAFA等［9］提出的干扰

图法的基础上，对多自由度机械臂系统提出了增强

干扰图法。该方法同样适用于冗余机械臂，其缺点

是计算量大，占用内存高。戈新生等［14］结合各种控

制理论与空间机械臂系统的非完整特性，对空间机

械臂的轨迹进行研究，利用机械臂运动控制载体姿

态。付宜利等［15］分析了载体姿态无扰情况下机械

臂的运动特性，分析了其可达空间。QUINN等［16］

针对冗余机械臂系统提出一种优化算法，使得机械

臂运动引起的反作用影响最小，其性能指标选取的

是基座反作用力的平方加权，分别采用了局部和全

局最优法求解问题。但是，以上方法并不是基于零

反运动解析解的。从运动学的角度，NENCHEV
等［17］针对自由漂浮基空间机械臂系统提出一种零

反作用控制方法，其反作用零空间具有解析形式。

以此为基础，PIERSIGILLI［18］和 PUTILOVA［19］考

虑冗余机械臂抓捕移动目标任务中机械臂最优路

径规划问题，但未考虑关节约束问题，且采用的是

间接法求解。间接法存在求解过程复杂、收敛域

小、对初值估计精度要求高的缺点，尤其是对有路

径约束的问题的求解有一定困难。高斯伪谱法［20］

作为一种直接法具有求解精度高，且适用于具有各

种带有动力学约束、路径约束和边界条件约束的非

线性最优控制问题的特点，在工程应用中已获取了

极大的成功。

本文针对已有研究存在的不足，提出一种基于

冗余机械臂反作用零空间的最优路径规划算法。

采用高斯伪谱法求解最优路径问题，在零反作用轨

迹的解集中寻找满足边界条件和路径约束的使性

能指标最优的机械臂运动规律。最后，通过数值仿

真分析得到运动对基座姿态的干扰，以验证其有

效性。

1 机械臂零反运动

1.1 机械臂运动学方程

空间链式冗余机械臂系统如图 1所示，系统由

1个基座航天器和 n节刚性杆组成。图中，S0为基座

本体系，SI为惯性系，Si（i=1，…，n）为臂杆连体坐标

系，ro为基座质心位置矢量，rg为系统质心位置矢量，

rog为基座质心到系统质心矢量，pi为臂杆 i关节位置

矢量，ai为臂杆 i质心在其连体系中位置矢量，ϕ̇ i为

臂杆 i角速度矢量。

假设系统中各体为刚体，系统不受任何外力和

外力矩作用，不考虑任何动量交换装置，如反作用

飞轮、控制力矩陀螺等。基于这些假设，空间机械

臂系统满足线动量和角动量方程，也即线动量 P和

角动量 L为常值，可表示为
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（1）

式中：M为航天器系统质量；E为单位矩阵；Hω为系

统惯量；JTω 为机械臂雅克比矩阵；Hωϕ 为基座与机

械臂的耦合惯量；v0 为基座线速度；ω0 为基座角

速度。
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1.2 机械臂零反运动解

由于本文只考虑基座的姿态运动而不考虑其

平动，因此，不失一般性，假设系统线动量 P=0，此
时式（1）中角动量方程部分可写为

L= Hωω 0 + Hωϕ ϕ̇ （2）
定义 Lm= Hωϕ ϕ̇为由机械臂运动产生的动量或

称其为耦合动量。将耦合动量对时间求导，可得机

械臂运动对基座引起的反作用力矩 Fm为

Fm= L̇m= Hωϕ ϕ̈+ Ḣωϕ ϕ̇ （3）
从式（3）可以看出，为了满足机械臂运动对基

座姿态的干扰为零，则必须使得反作用力矩 Fm=0，
也就要求耦合动量 Lm为常值。考虑到 Hωϕ ∈ Rm× n，

其中，m为基座自由度，n为机械臂关节自由度，当

机械臂满足运动学冗余，也即 n > m时，满足耦合

动量 Lm= const的关节运动的解为

ϕ̇= H +
ωϕ Lm+ (E- H +

ωϕHωϕ) ξ （4）
式中：E ∈ Rn× n 为 n阶单位矩阵；（.）+ 表示矩阵伪

逆；ξ为任意 n维向量。

定义式（4）中 P=E-H +
ωϕHωϕP=E-H +

ωϕHωϕ

为耦合惯性矩阵 Hωϕ 的零空间投影算子，定义该零

空间为反作用零空间。从物理意义上可以理解为

任意位于该零空间中的机械臂关节运动对基座产

生的反作用力矩都为零。更通俗地讲，只要按照式

（4）所给的关节角速度操控机械臂运动，那么机械

臂运动对基座姿态运动不产生任何影响，基座姿态

角速度不变，只要基座初始姿态角速度为零，那么

在整个运动过程中基座姿态稳定。式（4）也即机械

臂零反作用运动的解析解。

不失一般性，假设 Lm=0，则有

ϕ̇= Pξ （5）
将式（5）对时间积分，则可得到零反作用机械

臂在关节空间中的运动路径，所有满足该条件的路

径称为零反路径集。

2 最优路径规划
由式（5）可以看出，零反运动关节角速度由零

空间投影算子和任意 n维向量 ξ共同决定。零空间

投影算子仅与机械臂固有的质量特性和关节构型

相关。因此，为了确定 ϕ̇，需要设计 ξ，一旦 ξ给定，

那么整个机械臂在其关节空间中的运动路径也就

确定了。选取 ξ的方法有很多，本文考虑关节角（机

构物理限制）和关节角加速度（对应电机执行能力）

约束，寻找一组满足给定性能指标的最优解。

定义状态量 x =［ξT ϕT］T，控制变量为

u= ξ̇ （6）
取关节角约束为

ϕmin ≤ ϕ≤ ϕmax （7）
式 中 ：ϕmin =［ϕ1min ϕ2min …ϕnmin］

T；ϕmax =［ϕ1max

ϕ2max …ϕnmax］
T。将式（5）对时间求导，可得

ϕ̈= Ṗξ+ Pξ̇= ∂P
∂ϕ Pξ+ Pu （8）

取关节角加速度约束为

ϕ̈min ≤ ϕ̈≤ ϕ̈max （9）
结合式（5）和式（6），优化问题的动力学方程可

以写为

ẋ= Ax+ Bu （10）
式中：

A= é
ë
ê

ù
û
ú

0 0
P 0

， B= é
ë
ê
ù
û
ú
E
0

（11）

接下来将针对不同的目标函数，采用高斯伪谱

法求解最优问题。

2.1 高斯伪谱法

高斯伪谱法是求解连续 Bolza型问题的直接法

中配点法的一种，其基本原理是在一系列离散的

Legendre Gauss节点上，采用 Lagrange全局插值多

项式来近似状态变量和控制变量。然后，通过对插

值多项式的求导来近似动力学方程中状态变量对

时间的导数，并使得离散点处满足动力学方程的右

函数约束条件。性能指标中的积分项采用近似精

图 1 自由漂浮空间机械臂

Fig. 1 Free-floating space manipulator
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度最高的 Gauss积分来近似。经过一系列变换，从

而将本文的最优路径规划问题转化具有一系列代

数约束的离散的非线性规划问题。

因此，本文的最优路径规划问题可以描述为：

求解离散状态变量 xi、控制变量 ui，使对应的性能指

标达到最小。

2.2 时间最优解

时间最优路径规划问题可描述为寻找控制变

量 u的一组解，使得具有形如

J= ∫ t0
t f
1 ⋅ dt （12）

目标函数在满足如下约束条件时取最小值（式

中 t0为初始时刻，tf为终端 时 刻）：1）动 态 约 束 见

式（10）；2）边界条件见式（7）；3）路径约束见式（9）；

4）初始条件为初始时刻 t0=0，关节角 ϕ ( t0 )= ϕ 0；5）
终端约束为 ϕ ( t f )= ϕ f。

2.3 沿轨迹最小加速度解

沿轨迹最小加速度最优路径规划问题可描述

为给定终端时刻 tf，寻找控制变量 u的一组解，使得

具有形如

J= ∫ t0
t f ( ϕ̈T ϕ̈) dt=

∫ t0
t f é
ë
ê( Ṗξ+ Pξ̇) T ( Ṗξ+ Pξ̇)ùûú dt （13）

目标函数在满足 2.2节中约束条件 1）~5）的同时取

最小值。

3 仿真算例
平面 3自由度自由漂浮空间机械臂系统如图 2

所示，由于只考虑基座的姿态运动，此时基座自由

度 m=1，机械臂自由度 n=3，机械臂冗余自由度为

n−m>0，满足零反运动必要条件。机械臂和基座

的质量特性参数、几何参数、初始构型以及期望达

到的终端构型（见表 1），在表 1中详细列出，给定的

关节角约束以及关节角加速度约束同样在表 1中
给出。

在仿真过程中，采用由弗洛里达大学的 Rao
等［21-23］开发开源免费软件包 GPOPS（Gauss Pseudo⁃
spectral Optimization Software）对最优问题进行求

解。初始时刻姿态角和角速度都为 0，给出了针对

两个性能指标的仿真结果。

3.1 时间最优仿真结果

设置高斯节点数变化区间为 4~12，容许偏差

为 10−4，求解过程中目标函数的梯度信息和约束方

程的雅克比矩阵求解方式选为“有限差分”法，状态

变量和控制变量的初始猜测值可在各自的约束区

间内任意选取。考虑到关节和关节角加速度约束，选取ξ

的上下限分别为［0.5 0.5 0.5］T和［−0.5 −0.5 −0.5］T，
控 制 变 量 u 的 上 下 限 分 别 为［0.1 0.1 0.1］T 和

［−0.1 −0.1 −0.1］T，最后求得机械臂最快到达终

端构型的时间为 tf，min=127.120 4 s。

图 2 平面 3自由度冗余空间机械臂

Fig. 2 Planar redundant space manipulator with 3 degrees

of freedom

表 1 机械臂系统参数

Tab. 1 Parameters of the manipulator system

物体

基座

杆 1
杆 2
杆 3

质量/kg

500
5
5
5

惯量/(kg·m2)

83.61
1.5
1.5
1.5

尺寸/m

1×1
0.2
0.2
0.2

角约束/rad

[-π/2 π/2]
[-3π/4 3π/4]
[-3π/4 3π/4]

加速度约束/
(rad·s−2)

[-0.1 0.1]
[-0.1 0.1]
[-0.1 0.1]

关节角初值/
rad
0
π/6
π/6
π/6

关节角末值/
rad

0
0
0
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整个过程中各关节角的变化曲线如图 3所示。

由图可见，各关节都在各自的容许范围内。

整个过程中各关节角加速度的变化曲线如图 4
所示。同样地，从图中可以看出各关节角加速度满

足路径约束。

为了证明在整个运动过程中机械臂运动对基

座姿态没有影响，机械臂姿态角速率随时间变化的

曲线如图 5所示，姿态角速率量级为 10−17 rad/s。图 6
给出了机械臂运动对基座引起的反作用力矩，为

10−15 N⋅m量级，也即干扰力矩为 0，这也就说明基座

姿态不受机械臂运动的干扰。

3.2 沿轨迹最小加速度仿真结果

选取终端时刻 tf =300 s，其他仿真参数的选取

与时间最优规划问题相同。经仿真求解，最后得到

的目标函数值为 0.151 3。
整个过程中各关节角的变化曲线如图 7所示，

整个过程中各关节角加速度的变化曲线如图 8所
示。同样地，两者都满足约束条件。

从图 7和图 8中还可以看出，与时间最优问题

不同的是，加速度最小目标下的轨迹更加平缓，关

节角速度较小，所以到达期望状态所需的时间也更

长。时间最优目标下加速度大部分时间处于正向

最大或反向最大阶段，类似于 Bang-Bang控制，所以

也能更快地达到期望状态。

机械臂姿态角速率随时间变化的曲线如图 9所
示，机械臂运动对基座引起的反作用力矩如图 10所
示。同样可以说明，基座姿态不受机械臂运动的干

扰，从而验证了零反最优路径规划算法的有效性。

图 3 关节角-时间最优

Fig. 3 Joint angle-time optimal

图 4 关节角加速度-时间最优

Fig. 4 Joint acceleration-time optimal

图 5 基座角速率-时间最优

Fig. 5 Angular velocity of base-time optimal

图 6 基座反作用力矩-时间最优

Fig. 6 Reaction torque of base-time optimal
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4 结束语
本文提出了一种空间冗余机械臂最优路径规

划算法，算法在保证机械臂达到期望末端位置状态

的同时对基座航天器姿态无干扰。基于冗余机械

臂的反作用零空间，该算法求解得到的最优解是以

零反作用机械臂运动的理论解析解为动力学约束

条件的，因此，具有非常高的精度。此外，在采用高

斯伪谱法求解最优路径解的过程中考虑了两个实

际工程问题中的重要约束，分别为关节角运动范围

物理约束以及驱动关节运动的电机输出加速度约

束，因此，具有很高的工程实用价值。
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