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四维黎曼时空下脉冲星导航模型精度分析
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摘 要 : 考虑深空探测中广义相对论的影响，以适应纳秒量级的计时精度要求，本文针对航天器绕飞轨道，建

立四维黎曼时空下带有时间转换项的脉冲星导航系统轨道动力学模型和四维观测模型，并基于无迹卡尔曼滤波方

法设计脉冲星导航算法，针对模型中的时延项对导航精度的影响进行分析。分析结果表明：在时间转换模型中引

力时延、航天器偏轨时延以及绕飞行星曲率时延等因素远大于航天器曲率时延对导航精度的影响，在量测模型中

太阳系的引力远大于周年视差效应和脉冲星自行对导航精度的影响。
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Abstract: In order to meet the needs of nanosecond timing precision，considering the relativistic effects，an orbital
dynamic model of pulsar-based navigation system with time transformation terms in four-dimensional（4D）Riemann
space-time and a 4D observation model are established，a pulsar-based navigation algorithm is designed based on the
unscented Kalman filter（UKF）method，and the effects of delay terms on the navigation accuracy are analyzed. The
analysis results show that in the time transformation model，the effects of factors such as gravity delay，the orbit
deviation delay of spacecraft，and the curvature delay of planet on navigation are greater than the effects of the
curvature delay of spacecraft，while in the 4D observation model，the effects of solar gravitation on navigation are much
greater than the effects of annual parallax and pulsar.

Key words: pulsar-based navigation；four-dimensional（4D） Riemannian space-time；4D observation model；
time transformation model；unscented Kalman filter

0 引言
脉冲星是一种高速自转的强磁化中子星，具有

自转周期稳定、辐射光子能量集中的特点。它能够

为近地轨道、深空和星际空间飞行的航天器提供位

置、速度、时间和姿态等导航信息，实现对长时间在

轨航天器的高精度自主导航与控制，具有广阔的工

程应用前景［1-2］。

脉冲星的自转轴与磁轴存在固定夹角，又因为

脉冲星的自转周期非常稳定，航天器接收到周期性

的光子信号。

记录航天器单位时间内接收的光子数可以获

得脉冲星观测轮廓，对比脉冲星的观测轮廓和太阳

系质心（Solar System Barycenter，SSB）的标准轮廓

可以得到光子到达航天器与 SSB的时间差。把时
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间差作为观测量建立三维观测模型，结合轨道动力

学模型，利用相关滤波算法可以得到航天器的位置

和速度信息［3-7］。

随着空间探测向大尺度时空发展，计时精度向

纳秒量级提高，三维欧式空间下的脉冲星光子传播

模型已经不能满足精度要求。光子在传播过程中，

不仅需要考虑其周年视差效应、多普勒频移以及等

离子体的色散延缓，还要考虑太阳系引力的弯曲

效应［8-10］。

文献［11］基于 DSX体系下的后牛顿近似方法，

将 SSB坐标系作为航天器导航的参考系，推导了

1PN、2PN度规下的高精度观测模型，可以满足纳秒

量级的时间测量精度。

文献［12-13］提出在四维光坐标框架下讨论

脉冲星光子传播问题，将 4个脉冲星的固有时作

为四维平直时空的光坐标，可以为太阳系内的任

意观测者导航 ，由此建立相对论定位系统理论

框架。

文献［14］在四维黎曼时空中引入相对论定位

系统，建立四维观测模型，与传统的三维观测模型

相比引入时间状态量，提高了时间估计的准确性，

且不必推算标准轮廓的相位，减小了标准轮廓的拟

合误差。

X射线脉冲星自主导航依赖于精确的时间测

量，航天器时钟记录的固有时与 SSB坐标系下的

坐标时不同步，在 500 s的观测窗口下，固有时和坐

标时会产生微妙量级的误差，代入迭代过程会导致

滤波器发散，所以需要引入时间转换模型。利用光

子运动的四维时空间隔为零，可以得到固有时与坐

标时的基本关系。

文献［15-16］研究环火星探测器星载时钟在

1PN度规下的时间转换关系，通过数值分析得出

时间不同步主要受太阳引力和航天器速度影响，

可达亚秒/年量级。上述关系式以坐标时作为自

变量进行积分运算，并且积分式中涉及航天器的

位置、速度信息，很难实现从固有时到坐标时的

转换。

文献［17］根据广义相对论的后牛顿近似理

论，在忽略太阳系天体自转和扁率的情况下，利

用能量守恒定律推导出航天器绕飞的时间转换

模型，模型精度在纳秒量级。文献［18］针对航天

器绕地变轨时可能做抛物线或双曲线运动推导

了更加全面的时间转换模型，对文献［19］进行了

补充分析。

本文基于绕飞轨道研究高精度脉冲星导航模

型，为脉冲星导航的深空探测提供理论基础，所做

工作集中在以下两方面：在四维黎曼时空下建立脉

冲星导航系统状态模型和四维观测模型，并基于无

迹卡尔曼滤波（UKF）方法设计脉冲星导航算法；对

引入的四维观测模型和时间转换模型进行误差分

析，研究影响导航精度的主要因素。

1 四维黎曼时空下的 X射线脉冲星导

航模型

1.1 航天器轨道力学模型

选取太阳系质心天球参考系（Barycentric Ce⁃
lestial Reference System，BCRS）的时空度规，建立

带有时间转换项的航天器轨道运动学模型。X射线

脉冲星导航原理图如图 1所示。

四维黎曼时空下航天器的状态 x定义为

x=
é
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ê
êê
ê
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t
r sa
v sa

（1）

式 中 ：t 为 航 天 器 的 坐 标 时 ；r sa = r se + rea、

v sa = v se + v ea 分别为航天器相对于 SSB的位置和

速度矢量；r se、v se分别为绕飞行星相对于 SSB的位

置 和 速 度 矢 量 ；rea =[ rea，x rea，y rea，z ]T、v ea =
[ v ea，x v ea，y v ea，z ]T分别为航天器相对于行星的位置和

速度矢量。

图 1 X射线脉冲星导航原理图

Fig.1 Schematic diagram of X ray pulsar-based navigation
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相对绕飞行星建立航天器轨道运动学方程为［5］
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式中：R e为绕飞行星的半径；μ e为绕飞行星的引力

常数；J2为摄动项系数；ΔF=[ ΔFx，ΔFy，ΔFz ]T为摄

动项矩阵，指的是包括月球引力摄动、潮汐摄动在

内的其他摄动力影响。将式（2）简写为

é

ë
êê

ù

û
úú

ṙea
v̇ ea

= g ( rea，v ea ) （3）

在四维黎曼时空下，航天器的坐标时可由时钟

记录的固有时转换得到。在 1PN度规下，忽略星体

的自转、扁率以及太阳与 SSB间距，可得到从航天

器固有时至 SSB 满足纳秒量级精度的时间转换

模型［16］：

Δt= 1
c2
Δ (2r se ⋅ v se + rea ⋅ v se + 2rea ⋅ v ea)+

(1+ L) Δτ （4）
式中：Δτ为星载时钟走过的固有时；Δt为 Δτ时间内

时钟经历的坐标时；c为光速；等号后的第 1项为 Δt

时间内运动产生的综合时延；L= 3μ s
2a se

+ 3μ e
2a ea

为引

力修正因子；μ s为太阳引力常数；μ e为行星的引力常

数；a se为行星绕太阳作椭圆运动的长半轴；a ea为航

天器绕行星运动的长半轴。

将式（4）简写为

Δt=Δτ+Δt0 + Δt1 + Δt2 + Δt3 （5）
式中：Δt0 = LΔτ包含了行星引力产生的频移，称为

引力时延；Δt1 =
1
c2
Δ ( rea ⋅ v se )包含了航天器运动以

及行星绕太阳运动偏离圆轨道所产生的频移，称为

偏轨时延；Δt2 =
1
c2
Δ ( 2rea ⋅ v ea )包含了航天器轨道

曲率变化所产生的频移，称为航天器曲率时延；

Δt3 =
1
c2
Δ ( 2r se ⋅ v se )包含了行星轨道曲率变化所产

生的频移，称为行星曲率时延；Δt0 为长期影响项；

Δt1、Δt2、Δt3为周期影响项。

根据式（1）~式（4），航天器的状态模型最终描

述为

ẋ ( τ )= f ( x，τ )+ w ( τ ) （6）

式中：f ( x，τ )= é
ë
ê
Δt
Δτ gT ( res，v es )⋅

Δt
Δτ

ù
û
ú

T

；τ为星载

时钟的固有时刻，这是实际飞行任务中可获取的时

间状态量；w ( τ )为系统的传递噪声矩阵。

1.2 四维观测模型

通常意义下的时间概念是太阳系质心坐标系

下的航天器坐标时，而实际中可获取的时间变量是

星载时钟原子时，它们之间存在一种转换关系。在

高精度要求的情况下，坐标时成为了一个关于航天

器状态和原子时变化的新观测量，同时单颗脉冲星

仅可以在组合导航中应用，或者作投影方向上的导

航算法精度验证，不能实现自主导航。因此，需要

引入四维观测模型。

根据相对论定位系统的基本思想和后牛顿引

力理论，将脉冲星 P（P=1，2，3，4）走过的固有时 TP

作为直接观测量［13］，建立四维观测模型如下：

TP= t+ 1
c
nP ⋅ r sa -

1
c
ρP ( r sa ) （7）

式中：TP= ∫0
τP
PB，P dNa，P；PB，P、Na，P分别为脉冲星发

射光波的固有周期和相位；nP为脉冲星 P在初始时

刻相对于 SSB的方向矢量；
1
c
ρP ( r sa )为高精度时延

项，可以展开为如下形式：

1
c
ρP ( r sa )= ρ1 ( r sa )- ρ2 ( r sa )- ρ3 ( r sa ) （8）

式 中 ：ρ2 ( r sa )=
r sa ⋅ vP-( nP ⋅ r sa )⋅( nP ⋅ vP )

cDP
ΔtP 为 脉

冲星自行时延；ρ1 ( r sa )=
r sa 2 -( nP ⋅ r sa )2

2cDP
为周年视

差时延，其中，DP为脉冲星 P到 SSB的空间距离；其

中，vP 为脉冲星的固有速度；ρ3 ( r sa )=
Rg

c
ln ( r sa +

nP ⋅ r sa )为 太 阳 系 的 引 力 弯 曲 引 起 的 时 延 ；Rg=
2GM s

c2
为太阳的引力半径。
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根据式（7）和式（8），脉冲星导航的四维观测模

型简写为

y ( τ )= h ( x，τ )+ v ( τ ) （9）

式 中 ：y ( τ )=[T 1 T 2 T 3 T 4 ]T；hP ( x，τ )= t+ 1
c
nP ⋅

r sa -
1
c
ρP ( r sa )；v ( τ )为系统的观测噪声矩阵。

四维观测模型相比传统的三维观测模型，引入

了时间状态量，且不必推算标准轮廓的相位，具有

更精确的时间估计，更小的相位拟合误差。

2 基于UKF的脉冲星导航算法
根据式（6）和式（9）得到脉冲星导航系统的离

散模型为

{xk= f ( xk- 1 )+ wk

yk= h ( xk )+ vk
（10）

式中：wk、vk 的协方差矩阵分别为 Q k 和 R k，且满足

E { wkw T
k }= Q k，E { vk vTk }= R k。

利用 UKF算法进行脉冲星导航滤波的步骤

如下：

步骤 1 时间转换。上一时刻 t̂ k- 1到当前时刻

t̂ k 走过的固有时为 Δτk- 1，根据式（4）可将航天器记

录的固有时转换为坐标时，即

Δtk- 1 =
1
c2
[ 2( r se ⋅ v se | t̂k- 1+ Δτk- 1 - r se ⋅ v se | t̂k- 1 )+

( rea ⋅ v se | t̂k- 1+ Δτk- 1 - rea ⋅ v se | t̂k- 1 )+
2( rea ⋅ v ea | t̂k- 1+ Δτk- 1 - rea ⋅ v ea | t̂k- 1 ) ]+
(1+ L ) Δτk- 1 （11）

步骤 2 构造采样点。卡尔曼滤波传递状态量

的一阶矩和二阶矩信息，对于状态均值 x̂ k- 1及其协

方差矩阵 P k- 1，选取比例对称采样策略对其进行采

样，但在采样前需要保证算法的稳定性。由于协方

差矩阵 P k- 1存在时间项的极小对角值，在迭代过程

中不能保证其对称半正定，需对 P k- 1作对称正定化

处理：

P k- 1 =
1
2 ( P k- 1 + P T

k- 1 ) （12）

P k- 1 = P k- 1 + ε ⋅E ( n ) （13）

式中：
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α2 ( n+ κ ) +

(1- α2 + β ) i= 0

w c
i =

1
2 ( )1
α2 ( n+ κ ) i= 1，2，⋯，2n

为参

考 P k对角值后确定的参数；E ( · )为单位矩阵。

设计采样点的权值：
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i = 1-

n
α2 ( n+ κ )， i= 0

wm
i =

1
2 ( )1
α2 ( n+ κ ) ， i= 1，2，⋯，2n

w c
i = 1-

n
α2 ( n+ κ ) +(1- α2 + β )，

i= 0

w c
i =

1
2 ( )1
α2 ( n+ κ ) ， i= 1，2，⋯，2n

（14）

式中：α为比例缩放因子，可通过调整 α取值来调节

采样点与中心点的距离；β为函数 f ( ⋅ )的高阶项参

数；κ涉及 x̂ k- 1高阶矩的选取，一般取为 0或 3−n，
但应确保协方差矩阵传递的半正定性。

设计权值后，对 x̂ k- 1进行采样：

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

χ i，k-1= x̂ k-1， i=0

χ i，k-1= x̂ k-1+ ( )α nP k-1
i
，i=1，2，⋯，n

χ i，k-1= x̂ k-1- ( )α nP k-1
i
，

i= n+1，n+2，⋯，2n

（15）

式中：( ·)
i
算子为取矩阵的第 i列信息。

将采样点展开为

χ i，k- 1 =

é
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ê

ê

ê
êê
ê

ù

û
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ú
úú
ú

ti，k- 1

( )r ea
i，k- 1

( )v ea
i，k- 1

（16）

步骤 3 预测。利用状态模型对每个采样点进

行预测，得到

χ i，k/k- 1 = f ( χ i，k- 1 )=

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û
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úú
ú

ti，k/k- 1

( )r ea
i，k/k- 1

( )v ea
i，k/k- 1

=
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ti，k- 1 + Δtk- 1
rea ( t̂k- 1 + Δtk- 1 )+ g ( ( rea ) i，k- 1- rea ( t̂k- 1 )，( v ea ) i，k- 1- v ea ( t̂k- 1 ) )
v ea ( t̂k- 1 + Δtk- 1 )+ g ( ( rea ) i，k- 1- rea ( t̂k- 1 )，( v ea ) i，k- 1- v ea ( t̂k- 1 ) )

（17）

计算状态均值及其协方差矩阵为
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x̂ k/k- 1 = ∑
i= 0

2n

w m
i χ i，k/k- 1

P k/k- 1 = ∑
i= 0

2n

w m
i ( χ i，k/k- 1- x̂ k/k- 1 )⋅

( χ i，k/k- 1- x̂ k/k- 1 )T + Q k

（18）

计算观测量及其均值为

{yi，k/k- 1 = h ( χ i，k/k- 1 )

ŷ k/k- 1 = ∑
i= 0

2n

w m
i yi，k/k- 1

（19）

步骤 4 更新。观测量与状态量之间的预测协

方差阵分别为

ì

í

î

ïï
ïï

P yy=∑
i=0

2n
wc
i ( yi，k/k-1- ŷk/k-1) ( yi，k/k-1- ŷk/k-1)T +R k

Pxy=∑
i=0

2n
wc
i ( χi，k/k-1- x̂ k/k-1) ( yi，k/k-1- ŷk/k-1)T

（20）

滤波器增益为

Kk= Pxy P -1
yy （21）

更新时刻的状态均值及其协方差矩阵为

{x̂ k= x̂ k/k- 1 + Kk ( yk- ŷ k/k- 1 )
P k= P k/k- 1- Kk P T

xy
（22）

3 仿真分析

3.1 仿真条件

仿真采用 DE405星历，初始时间为 1990年 7月
7日 12时 0分 0秒，时长为 35 d，观测时间间隔为

500 s。
本文的导航模型适用于太阳系任一行星的绕

飞轨道，这里以绕飞地球高轨为例，其轨道参数

见表 1。
选用 Arecibo天文台长期观测的 4颗毫秒级脉

冲星，其参数见表 2。

计算机仿真环境为 CPU 4核 2.5 GHz，内存

8 GB，Matlab 2012b。初始状态误差 δx0、初始协方

差阵 P 0、系统噪声协方差阵 Q k、观测噪声协方差阵

R k设置如下：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

δx0 =[-1 μs 1 000 m 1 000 m 1 000 m
2 m/s 2 m/s 2 m/s ]T

P 0 = diag ( 10-4，1 0002，1 0002，1 0002，22，22，22 )
Q k= diag ( 10-18 1 1 1 10-4 10-4 10-4 )
R k= diag ( 10-16 8.1× 10-17 2.25×

10-16 4× 10-16 )

3.2 仿真结果

UKF滤波后的导航结果如图 2所示，导航的位置

误差稳定在 10 m量级，时间误差稳定在 nm量级，速度

误差稳定在 0.01 m/s量级。下面分别讨论时间转换

模型和四维观测模型中的时延项对导航精度的影响。

3.2.1 时间转换模型精度分析

时间转换模型的各个时延项在迭代中所占的比

重如图 3所示。其中，引力时延 Δt0数值最大，达

10−5 s量级；偏轨时延 Δt1、行星曲率时延 Δt3比重相

对较小，为 10−7 s量级；航天器曲率时延 Δt2数值最

表 1 轨道参数

Tab.1 Orbit parameters

轨道名称

LANDSAT⁃4

半长轴/km

39 781.66

离心率

0.005 1

轨道倾角/(°)

10.01

交升点赤经/(°)

330.38

近升角距/(°)

195.92

初始真近点/(°)

10.15

表 2 脉冲星参数

Tab.2 Pulsar parameters

脉冲星名称

J1713+0747

J0621+1002

J0751+1807

J2033+1734

赤经/(°)

258.454 2

95.341 7

117.787 5

308.362 5

赤纬/(°)

7.793 6

10.043 9

18.127 2

17.582 8

距离/kpc

1.42

1.35

1.23

2.03

赤经自行/（mas·a-1）

4.664 6

3.530 0

-1.840 0

-5.941 7

赤纬自行/（mas·a-1）

-3.901

-0.390

-6.717

-11.03
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小，为 10−10 s量级。忽略时间转换模型中的任一时

延项进行导航，结果如图 4所示。可以看出，忽略 Δt0
对导航精度的影响最大，达 105 m量级；忽略 Δt1、Δt3

对导航精度的影响相对较小，为 103 m量级；忽略 Δt2
对导航精度的影响最小，为 10 m量级。这表明在时

间转换过程中，引力时延、航天器偏轨时延以及绕飞

行星曲率时延等因素对导航精度的影响较大，航天

器绕行星飞行的曲率变化对导航精度的影响较小。

上述分析验证了引入时间转换模型的必要性。

3.2.2 四维观测模型精度分析

四维观测模型中的各个时延项在迭代中所占比

重如图 5所示。图 5中，引力时延 ρ3 ( r )数值较大，达

10−4 s量级，周年视差时延 ρ1 ( r )数值较小，达 10−7 s
量级，脉冲星自行时延 ρ2 ( r )总体上呈增长趋势，在

仿真时间内与 ρ1 ( r )达到同一量级。若忽略其中一

项进行导航，结果如图 6所示。

可以看出，忽略 ρ3 ( r )对导航精度的影响很大，达

104 m量级；忽略 ρ1 ( r )、ρ2 ( r )对导航精度的影响较小，

为103 m级，并且由于脉冲星自行时延有累积增长趋势；

图 4 忽略时间转换模型时延项的导航定位误差

Fig.4 Positioning errors without a time transformation term

图 2 四维黎曼时空下脉冲星导航模型的估计误差

Fig.2 Estimation errors of the pulsar-based navigation model in 4D Riemann space-time

图 3 时间转换模型中的时延项比重

Fig.3 Proportion of delay items in the time

transformation model
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忽略 ρ2 ( r )引起的误差按其趋势增长，与图 5的结果吻

合。上述分析表明，在量测过程中太阳系的引力远大于

周年视差效应、脉冲星自行对导航精度的影响。

4 结束语
本文建立的导航模型考虑了广义相对论的影

响，通过引入时间转换模型可适应 ns量级的计时精

度，在此基础上分析了导航模型的精度影响因素，

为深空探测的工程应用提供了理论参考。同时使

用本文建立的导航模型可以简化脉冲星信号处理

过程，为脉冲星导航算法提供更精准的模型基础。
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图 5 四维观测模型中时延项比重

Fig.5 Proportions of delay items in the 4D observation

model

图 6 忽略四维观测模型时延项的导航定位误差

Fig.6 Positioning errors without a time delay term of the

4D observation model
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